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Bewegung eines schweren Punctes 
oline Reibung auf einigen Rotationsoberfiachen , deren 
Achsen mit der Richtung der Schwere zusammenfallen. 

- 

Die allgemeine Gleichung einer Rotationsoberfläche ist, 
wenn die Rotationsachse zur z- Achse genommen wird, 

r* = x« -(- r = f w, 

und diese Flache wird erzeugt durch Rotation der Curve 

r 2 = f (z) 

um die z - Achse. 

Da der Punct nur durch die Schwerkraft bewegt wird, so 

ds 

ist seine Geschwindigkeit v = ^ zur Zeit t bestimmt durch 

wo C eine Constante ist, g die Schwerkraft bedeutet und die 
positive z- Achse der Schwere entgegengesetzt gerichtet ist. 

Habe die Bewegung in der Höhe z = z 0 mit der Geschwin- 

r 

digkeit v = v 0 begonnen, so ist auch 

v 0 2 = C - 2gz 0 . 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

CD " = -V-«.*-* 

Der Widerstand der Fläche wirkt in deren Normale, welche 
die Rotationsachse trifft. Die Schwerkraft ist parallel zur Ro- 
tationsachse; also trifft die Resultante aus der Schwerkraft und 
dem Widerstande der Flache, d. i. die Kraft, die den freien 
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Punct bewegt, die Rotationsachse, und es gilt daher für die 
Ebene der x, y der Flächensatz, d. h. es ist 

Für die Polarcoordinaten 



x - y ~ = const. 



x = r . cos y , 
y = r . siny, 

x a + y 2 = r 2 » 
dx = — r sin y dy + cos <p dr , 

dy = r cosy dtp sintp dr 

folgt aus den Gleichungen (1) und (2) 

+ *. + *. = v . 28( ,_ 2j) , 



(3) 



r 2 -yf = const. 
dt 



r j2 i s t die Componente der Geschwindigkeit nach der Tan- 
gente an den Rotationskreis der Stelle , an welcher sieb der 
schwere Punct zur Zeit t befindet. Sei diese im Anfange r = r 0 
der Bewegung w 0 , also 



• 0 2 Qj^) o = r o w a = const. und 
2 ä> _ 



r * dt "~ r ° W ° 



fz 



dt — — — d«> = — 1 " m , — ( W- 
Aus der Gleichung der Rotationsfläche folgt 

2rdr = ^ dz = f'zdz, 
dz 



(4) 



4r 2 

und es geht hiermit (3) über in 



4fz ÜZ ' 
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4(fz) 2 dy 2 + {4fz + (f'z) 2 ) dz 2 = 4fz {v 0 2 — 2g(z-z 0 )| dt 2 
und wenn der Werth für dt aus (4) substituirt wird 

4r o 2 w o 2 (fz) 2 <ty, 2 +r 3 2 w 0 ^^ 

woraus sich für dy> und nach (4) für <lt folgende Werthe er- 
geben : 

d ^ _ r 0 w c \ / 4fz + (f'zi 2 dz 



2fz V fz}v d 2 -2gu-z 0 )( - r 0 2 w c 
_ V4fz + (f'z) 2 dz 



2 Vfz(v c 2 - 2g(z- z 0 )j - r 0 2 w 0 2 

Der Zu hier dieser Brüche kann nie imaginär werden, weil 
fz = r 2 und (fz) 2 positive Grössen sind. 
Sei zur Abkürzung 

S = fcjv - 2g (z - 2 e )j - r„*w 0 ', 

so ist die Balm des Puuctes nur so lange reell, als S g o. Für 

dz dz 

S = o ist auch -v— = o und -r- = o, d. h. die Bahn des 

d(p dt 

Punctes hat für S = o einen höchsten oder tiefsten Punct und 
ist horizontal. 

Sei nun der Anfang z = z 0 der Bewegung nicht horizon- 
tal, so giebt die Gleichung S = o einen oder mehrere Werthe 
für z, in denen die Bewegung horizontal ist, in denen daher 
v = w. Das v eines solchen Wertlies ergiebt sich aus (1). 
Nimmt man nun einen solchen Werth von z zum Anfang der 
Bewegung, so ist w„ = v G , und es wird 



S = f(z) j v 0 2 - 2g(z-z,) j - r 0 2 v, 



2 

o 



S - (z-z 0 ) * v c 2f 4— ^-2j 



fz 



Unter der angegebenen Voraussetzung ist nun S durch 
(z— z Q ) dann theilbar , wenn fz eine rationale Function ist, und 
die Gleichungen (5) gehen über in 



,8 - 



dt = 



2 f z 



2 l/<»-«,)j f^f - 



r Q v 0 V^4fz + (f z]£_dz 



fz + (f z) 2 dz 




(6) 



Die Gleichungen des §. t gelten für jede Rotationsober- 
flache; denn durch x 2 + y 2 = fz wira J ede Rotationsober- 
fiäche dargestellt, wenn man fz jede beliebige Function sein 

lüsst. 

Es sollen jedoch hier nur solche Rotationsober flächen be- 
trachtet werden, für welche fz eine rationale ganze Function 
ist, also die Form hat 

x 2 + y 2 = fz = a 0 zm -f ai z«n— i -f- a m _i z + am (1) 
und von diesen Flächen nur diejenigen, für welche die Integrale 
t und (p höchstens elliptische werden. Wenn fz eine rationale 
gebrochene Function ist, so übersteigen die Integrale t und 
ip die elliptischen, wie §. 5 gezeigt werden wird. • 

In (1) kann man durch passende Verschiebung des Coor- 
dinatenanfanges in der z- Achse einen Coefficienten (ausser a^) 
etwa ai verschwinden lassen. Die Coordinaten x, y, z sind in 
einer beliebigen Maasseinheit M ausgedrückt. Führt man eine 
andere Maasseiuheit m ein, so dass sich verhält M :m = a : 1, 
so muss mau x, y, z mit ax, ay, az vertauschen. Dividirt man 
alsdann (1) durch a 2 und beachtet, dass ai = o gemacht wor- 
den ist, so folgt 

X 2 + y 2 = a 0 am— 2 z™ -f a2 am— 4 z i»— 2 -f . . . 
-f a m _> z 2 -f a ro _i z -f- a m a— 2 . 

Hier kann man einen beliebigen Coefficienten ausser a m _ 2 
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(Coefücieiit von z 2 ) = +1 setzen, je nachdem das entspre- 
chende a S o ist. Sei etwa a 0 ^ o , so folgt für a G am— 2 = i 

1 



a = 



m— 2 



Ist nun die Maasseinheit M willkürlich , so ist auch die 
andere Maasseinheit m nicht bestimmt, sondern nur mit M durch 
die Relation 

M = m a 

verbunden. 

In der Gleichung 
X 2 + y 2 = b 0 z* f b 2 zm-2 -f b 3 zm-3-f ... -f b m _ t z + bw 
bestimmt irgend eine Constante die Maasseinheit. Giebt man 
dann den übrigen Constanten bestimmte numerische Werthe, so 
erhält man eine bestimmte Art Flächen; wird alsdann noch die 
Maasseinheit fixirt, so erhält man eine bestimmte Fläche, wie 
z. B. eine Kugel mit einem bestimmten Radius. Da ferner der 
Coefficient von z 2 durch eine Aenderung der Maasseinheit nicht 
auf die Einheit gebracht werdeu kann, so muss clie Gestalt der 
Fläche 

# 

x 2 -|- y 2 = cz 2 
von der Grösse der Masseinheit unabhängig sein. 
Bezeichnet man in §. 1 (G) 
R = 4fz + (fz) 2 , 

S = (z- z o) j v 0 2 2gfz | , 

so ist R nur von der Fläche , S aber von der Fläche , von der 
Schwerkraft und von der Anfangsgeschwindigkeit und dem An- 
fangsorte der Bewegung abhängig. S hat keine Wurzel, die nur 
von der Fläche abhinge. Denn die Wurzel z 0 ist der Anfangsort 
der Bewegung, und verschwände 

2 fz — fz 0 a . 

für einen von der Anfangsgeschwindigkeit v 0 unabhängigen Werth 



— 10 - 

f z f z 

z, so müssten ? und fz einzeln verschwinden. Entwickelt 

z — z 

man ^ Z ~ - 3 in eine Reihe nach Potenzen von z, so ist 
z — z 0 

fz ~ fz ° = a,zm -l + a,z 0 z.»-2 + (a 0 z 3 2 + a a ) z«-3 

Z Zj 

+ (»oZ^ 3 + ajz, + a 3 )z«n-4 + ... 
+ ( a o Zo m -* 2 + a 4 z 0 «n - * + a 3 Zj m-5 a in _ 3 z 0 -f a m -2 )z 
+ a 0 z^— 1 -f a 3 z 3 m— 3 _j_ a 3 z c m-4 -)-... a m _ 2 z a -)- a m _i = o 

Soll diese Reihe unabhängig von z 0 verschwinden, so müssen 
a 0 = a a = a 3 = a 4 ... = a m -2 = o und folglich auch a m _i 
= o sein. Dann aber muss wegen fz = o auch am = o sein, 
d.h. fz muss identisch verschwinden. Die Gleichung x 2 + y 2 = o 
stellt aber keine reelle Rotationsfläche mehr dar, sondern nur 
einen Punct. 



§. 3. 

Die Wurzeln von R = o hängen nur von der Fläche ab, 
und da S = o solche Wurzeln nicht hat. so haben R und S 
keinen Factor gemein, wenigstens so lange nicht, als man die 
Anfangszustände keiner Beschränkung unterwirft. 

Wenn Zj und v 0 völlig willkürlich bleiben sollen, kann 
auch die Gleichung S = o nicht zwei gleiche Wurzeln haben, 
d.h. die Function S enthält keinen quadratischen Factor. Denn die 
Annahme eines solchen führt stets wieder auf die Bedingung fz 
identisch = o. 

Damit nun die Integrale y> uud t höchstens elliptische wer- 
den, ist unbedingt nothwendig, dass fz den dritten Grad nicht 
übersteigt. Es muss also nach Seite 9 fz eine der folgenden 
vier Formen haben 

1. fz =z ± 1 , 

2. f z = ± z, 
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- 11 - 

3. fz =s ftz 2 + b, 

4. fz = + z 3 + a-z -|- b. 

In der 3. Form ist entweder b = o oder b = + 1. 
Für die erste Form x 2 -f y 2 = 1 ( — 1 würde eine ima- 
ginäre Fläche liefern) werden q> und t Integrale von der Form 

dz 



(f und t werden also algebraische Functionen. Indessen braucht 
dieser Fall nicht durch Rechnung untersucht zu werden; denn 
der schwere Punct geht mit gleichförmiger horizontaler Ge- 
schwindigkeit in dem geraden Cylinder x 2 -J- y 2 = 1 herum 
und sinkt hierbei nach den Gesetzen des freien Falles. Rollt 
man den Cylinder in eine Ebene auf, so ist die Bahn des Punc- 
tes eine Parabel. 

Für die zweite Form x 2 + y 2 = + z wird S vom zwei- 
ten und R vom ersten Grade; die Integrale </) und t werden 
also elliptische. 

Für die dritte Form x 2 -|- y 2 = az 2 f b wird S vom 
dritten und R vom zweiten Grade. 

Sollen hier die Integrale <p und t elliptische werden, so 
muss R das Quadrat einer rationalen Function sein. Nun 
ist aber 

R = 4fz + (fz) 2 = 4az 2 + 4b + 4a 2 z 2 

= 4a ( (1 + a) * 2 +^\ 

und wird ein Quadrat einer rationalen Function in folgenden 2 
Fällen (da a g o sein muss) 

1. a = — 1 , b = 1 

2. a > 0, b = 0 

Für a < — 1 und b = 0 wird zwar R auch ein Quadrat; 
indessen die Fläche 
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x 2 -f y 2 = «z 2 
wird imaginär wenn a < o. 

Hiernach werden die Integrale q> und t elliptische auf der 
Kugel 

* 2 + y 2 + z* = i 

und auf dem Rotationskegel 

X 2 -|- y 2 = a 2 z 2 , 
wo a 2 statt « geschrieben wurde, um anzudeuten, dass diese 
Constante immer positiv sein muss. 
Für die vierte Form 

x 2 -f- y 2 = az 3 -f az + b, 
wo a = + 1, wird S vom vierten und R vom vierten Grade. 
Sollen nun die Integrale q> und t die elliptischen nicht über- 
steigen, so muss R das Quadrat einer rationalen Function sein. 
Es ist aber 

R = 4f z + (f'z) 2 = 4az 3 + 4az + 4b + (3az 2 + a) 2 
= 9z 4 + 4az 3 + 6 aaz 2 + 4az + a 2 + 4b. 
Nach den Coefficienten von z*, z 3 und z 2 kann nur sein 

R = j 3z 2 + \ az + aa — £ J*. 

Entwickelt man dieses Quadrat und setzt die Coefficienten von 
z und z° in beiden Ausdrücken einander gleich , so folgen aus 
diesen zwei Bedingungsgleichungen die Werthe 

a 

a - ~" 27 

h 2 
b " 729 

Setzt man diese Werthe ein, so wird für die Function 

fz = az ° - h 2 + 4s = az ( z * ~ + i 

R=(- 3z «+|az-l) a 
Führt man eine andere Maasseinheit ein, die das Neunfache 
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der früheren ist, schreibt also g, | , ~ statt x y z, so folgt 
x 2 + y* = fz = i| «z(z 2 -3) + 2 J 
<= l(«z-l) 2 (az+2), 
R = g(z 2 + 2az — 3) 2 

R = g(«Z— l)*(<«+3) a . 

Verschiebt man noch den Coordinatenanfang in der z-Achse 
um die positive oder negative Maaseinheit, schreibt also z + a 
statt z, so folgt 

iz = \^ i (« + 3) 
R = i z* (az + 4)». 

§. 4. 

Um sich die Rotationsfläche dritter Ordnung 

(1) x 2 + y 2 = ^ z 2 (az + 3) 

vorzustellen, genügt es, ein Bild der sie durch Rotation um die 
z- Achse erzeugenden Curve 

(2) z 2 («z + 3) = 9r 2 

zu entwerfen. Es ist entweder a = + 1 oder ä s — 1. Ver- 
tauscht man aber z mit — z, so gehen die beiden verschiede* 
nen Gleichungen (1) in einander über; d. h^von den beiden 
Fotationsoberflächen (1) ist die eine die umgestürzte andere. 
Dasselbe gilt von den beiden Curven (2). Man braucht daher 
nur die eine Curve (a = -f- 1) zu construiren. Diese giebt von 
oben nach unten umgewendet die zweite Curve (a = — 1). Für 
a = 1 wird aus (2) 



■ 
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— 14 — 

(2*) z 2 ( z + 3) "= 9r / 

Die Curve ist symmetrisch zur z- Achse und hat den tief- 
sten Punct r = 0, z = — 3, schneidet sich selbst im Coor- 
dinatenanfang r = o, z = o und erstreckt sich nach rechts 
und links in das Unendliche 3. Ordnung, wenn sie sich nach 
oben in das Unendliche 2. Ordnung erstreckt. 

Die Ableitungen von z nach r sind 

dz 2v"z~+¥ 

z ' = dF 7+2- \ 

_ d 2 z _ 2 (z + 4) 
z " ~ dP" - (z + 2) 3 
und hieraus folgt der Krümmungshalbmesser 

_ (1 + z'*) 1 _ (z 4- 4)' 
? - V 2 ' 

Hieraus ergeben sich noch folgende Bemerkungen zur Con- 
struction der Curve. Dieselbe hat im tiefsten Puncte r = o, 

z _ 3 eine horizontale Tangente und ist in ihren unendlich 

hoheö Puncten wiederum horizontal. In den Puncten z = — 2, 
r = £ hat die Curve vertikale Tangenten. Für z = o wird 
z' = vT, d. h, die Tangenten im Doppelpuncte r = o, z = o 
bilden mit der r- Achse Winkel = + 60° und die beiden Ctir- 
venzweige schneiden sich unter einem Winkel von 60°. Für 
z = 6 wird auch r = ± 6 und die Tangenten haben in die* 
sen Puncten die Richtungen 

z' = ± i . 

Die Krümmung ist im tiefsten Puncte am stärksten und 
nimmt nach oben nahezu quadratisch ab. Es ist nämlich ent- 
sprechend 

2 =± — 3, ? = i 
z = - 2, ? = 2 
z == 0, q = 8 
z es 6, p = 50 

Z = CC , 0 = CG . QO 
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bat die die fiotationsoberrtfielii* 
Curre folgende Gestalt. 



v 



0 



, V " J • 



— — — — — — ~ 



D 



♦ "'f 



X 

AB = 1 
AO = 3. 

CO = oc = i 

CG = FG = GF' = «>. 



-in 



4 • ■ 



E'OD' = EOD = 60° 



tg FDD' = tg F'D'D = J . 



i' 



A 



• >» 



it.?. if 



-Jas 



§. 5. 



Wenn in der allgemeinen Gleichung der Rotati 
fz eine rationale gebrochene Function ist, etwa 



.4,07 ... .fa 



e 



- IG 



f _ 4>]/z _ 4\j/ 

wo und % rationale ganze Functionen sind, die keinen Fac- 
tor gemein haben, so übersteigt das Integral t und folglich auch 
das Integral (p stets die elliptischen. 

Es wird nämlich unter dieser Voraussetzung 

V4fz + (f z) 2 dz 



dt = 



2Vfz <v 0 2 — 2g (z — z 0 )J - r ft 2 v 0 2 



2 V 2 /K^KÜ UZ 



XV^X jAjvo 2 - 2g(z-z 0 )|-^^ X 



\}/ und x haben keinen Factor gemein ; also hat U keinen Fac- 
tor, der nur von der Fläche abhängt. Die Factoren von T und 
X aber hängen nur von der Fläche ab ; also haben T und x 
einerseits und U andererseits keinen Factor gemein. Ebenso 
kann U keinen quadratischen Factor haben, wenn die Anfangs- 
zustände der Bewegung keinen Beschränkungen unterworfen 
werden. 

Sei ferner 

X = u Ä vß wv . . . , 
wo u , v , w . . . keine gemeinsamen Factoren haben , so hat T 
den Factor 



V_U V Vi ... J ' 



also jeder Factor von der in einer höheren als der ersten 
Potenz vorkommt. 

Werde durch die Zeichen w = (n) und tu = [n] angedeu- 
tet, dass die ganze Function w resp. vom n-ten oder höchstens 
vom n-ten Grade ist, so wird das Integral t ein gemeines, wenn 



1. x = v\ " = (1); * = [i] ) T - 



2. x = (i); * = (o) i 

ein elliptis c hes, wenn 



T = Q 



2 
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3. 


# X 


— 


V 4 , V — 


(i); 




= [3] 


4. 


X 


= 


V 3 , V = 


(1); 




= [21 


5. 


X 


= 


V 3 , V = 


(2); 




= [3] 


t>. 


X 


= 


u.v 2 . u=v = (l); \{/ 


= [2] 


7. 


X 


— 


V 2 , v = 


(i); 




= (3) 


8. 


X 




(2); * = 


[i] 






9. 


X 


=: 


(i); * = 


(2) 






10. 


X 




V 2 , V = 


(i); 




= (2) 


11. 


X 




11);* = 


(i) 






12. 


X 




(i)j+ = 


(0) 






13. 


X 




V 2 , V = 


(i); 




= [U 



T = Q' 



j T = w. Q 2 , w = [1] 



t 

) T = w. Q 2 , w = (1) 
j oder w = (2). 

Wenn % = v 3 , v = (1) ; v}> = (3), übersteigt zwar U den 

T 

4. Grad nicht, allein es enthält dann — den Factor v linear, 

X 

kann also kein Quadrat sein. 

In den meisten Fällen mfisste T ein Quadrat sein, und es 
soll nun gezeigt werden, dass dies nicht möglich ist. 

Sei x = ( n ) uu & ^ = ( m N so ua t das erste Glied \f/% 3 von 
T = >^x z "+■ ($X S — ^'xY den G ra( * m + 3n und das zweite 
Glied den Grad 2 (m + n — - 1) oder einen um mindestens 2 
Einheiten niederen Grad, wenn m = n. Schliesst man vor- 
läufig den Fall m = n aus, so hat T den Grad 

m -\- 3 n oder 2 (m + n — 1) , je nachdem 
m -f 3 n 2 (m + n — 1) , d. h. je nachdem 
n ^ m — 2. 

Da aber n mindestens 1 sein niuss (sonst wäre fz keine ge- 
brochene Function) und m nie grösser als 3 sein kann und 
ausserdem die Fälle n = 1 und m = 3 nicht zusammen be- 
stehen, so bestimmt in allen hier in Betracht kommenden Fäl- 
len ^yj den Grad von T, und dieses um so mehr wenn m = n, 
denn dann ist das Glied (n^x* — ^'x) 2 von n0CÜ niederem 
Grade. 

Setzt man nun 

2 



t = + o x ' - v 7 y ~ (Z ± T *'x> 2 , so folgt 

* . *X 3 = Z | Z ± 2(* x ' - j , 

und es muss Z 2 den Grad von yyj haben, also es muss sein 

— 3n ist aber nur dann eine ganze Zahl , also das Quadrat 

i 

nur dann möglich, wenn m und n gleichzeitig gerade ^ oder un- 
gerade Zahlen sind. 

Hiermit sind die Fälle 2. 7. 9. zu streichen, und T kann 
nur dann ein Quadrat sein, wenn 

1. x = v 2 , v = (1); * = (0) 
3a. % = v 4 , v = (1); * = (0) 

3b. x = v4 > ▼ = (i); * = (2) 

4. z = v 3 , v = (1); * = (1) 
5a. x = v 2 , v = (2); * = (0) 
5b. x = v 2 , v = (2); * = (2) 
6. x = «v 2 , u = v = (1); =(1) 
8. x = (2), * = (0). 

Sei nun 

v}/ = p (z— a 4 ) (z— a a ) (z— a 3 ), . 

X = q (z— « t ) (z— a 4 ) (z— <* 3 ) (z-a 4 ), 
wo mehrere a ebenso wie mehrere et einander gleich sein kön- 
nen, nie aber a=a. Sind n Grössen a oder n Grössen a unend- 
lich, so ist p oder q unendlich klein von der n ten Ordnung. Als- 
dann ist 

Y z— a * z— a' 

und es folgt 

^X 3 =P- q 3 (z— a.) (z— a,) (z- a 3 )(z -a 4 ) 3 (z— a a ) 3( z -a 3 ) 3 (z— 3 

= zjz + 2^ 2-25- qr2x 2 = ZX. 

( — T z— a ~ ^ z — a ) 
Z muss die eine Hälfte der Factor en von y^x* enthalten und 
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X die andere Hälfte. Sind nun alle Factoren von % von e * n " 
ander verschieden , so ist in X stets ein und nur ein Glied ent- 
halten, das einen in Z vorkommenden Factor (z-— a) nicht ent- 
hält, d. h. X ist nicht durch (z — a) theilbar. Damit daher 
Z . X =\^x 3 » muss Z den Factor (z— a) n enthalten, wo ent- 
weder n=3 oder n=0. 

Ist «, = <*„, so enthält X den Factor (z — a x ) nicht, wenn 
er nicht in Z vorkommt. Enthält Z den Factor (z— , n>l, 
so enthält X nur den Factor (z— <*,), weil alle Glieder von X 
mit Ausnahme eines einzigen den Factor (z— aj m , m>l, ent- 
halten. Kommt aber in Z der Factor (z — «,) linear vor, so sind 
in X zwei Glieder, die nur den Factor (z — «,) enthalten und X 
kann somit den Factor (z— a,) m , m>l enthalten. Damit also 
Z . X den Factor (z — a,) 6 enthält, muss in Z der Factor 
(z— a,) n vorkommen, wo entweder n=5 oder n=l. 

Ist a 1 =a2=a 3 , so findet mau durch dieselbe Schlussweise, 
dass Z den Factor (z— a t ) n , n=7 oder n~2 enthalten muss, 
damit ZX den Factor (z — aj 9 enthalten kann. 

Ist endlich a t z=a 3 =a z —a 4t so muss Z den Factor (z— a,) n , 
n=9 oder n=3 enthalten, damit der Factor (z— -a t ) 12 in ZX 
vorkommt. 

Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, kann man setzen 
P x m + p t x m ~ 1 4- p 2 x ro - 2 -f . . . +p„ 

wo man noch durch Aenderung der Maasseinheit einen Coeffi- 
cienten gleich +1 machen kann. 

Hiermit kann nun T ein Quadrat, werden, wenn 

3a. x=z 4 , 4=p 

3b. x=z 4 , \^ = p (z— a) (z-b) 

4. y= z 3 , y=p {z— a) 

5a. x =( z _aj2 (z+a) 2 , \J/=p 

5b. x=( z "~ a ) 2 ( z + ö ) 2 i ^=p (z— a) (z— b) 

2* 



C). % = (z— a)* (z |-2a), \^ = p (z— a) 

8 - X =(*—*) ^=P 
Nach den vorigen Erörterungen kann Z und X nicht von 
gleich hohem Grade sein in den Fällen 1. 3a. 3b. 4., weil die 
beiden Factoren resp. sein müssten 

1. Z=pz 5 , X=z 

3a. Z=pz<\ X=z 3 % 

3b. Z=pz», X=z 3 (z— a) (z— b) 

4. Z=pz 7 , X=z 2 (z-a). 
Die übrigen Falle bedürfen noch einer Untersuchung. Es 
kann nämlich sein in 

5a. Z=p (z— a) 5 (z+a), X=(z— a) (z+a) 5 

5b. Z=p (z—a)' (z+a) (z-a), X=(z— a)(z+a)*(z— b) 

6. Z=p (z-a)', X=(z— a) (z+2a) 3 (z— a) 

8. Z=p (z— a) 3 , X=(z+a) 3 . 
Es ist nun in diesen Füllen 

5a. %'=4z (z — a) (z+a), >^'=0 

5b. x'= 4z (z— ft) (z+a), \p'=p (2z— a— b) 

6. 7w '=3 (z-a) (z+a), v[/'=p 

8. X '=2z, *'=0, 
und die Gleichung 

geht über in 

5a. p(z — a)*(Z+a) + 8pz (z— a)(z+a) = (z-w*) (z+a) 5 , 

p(z— a) 4 ± 8pz = (z+a) 4 , 
eine Bedingung, die für keine Werthe von p und a erfüllt 
werden kann. 

5b. p(z — a) $ (z-|-a) (z— a) j+ 8p(z— a) (z— b)z(z— a) (z+a) 

+ 2p (z-a) 2 (z+a) 2 (2z-a— b)=(z— a) (z+a) 5 (z— b), 

p(z— a) 4 (z— a) +■ 8p (z— a)(z— b) z q= 2p (z— a) (z+a)(2z— a— b) 

= ( z + a )4 (z I_ b; . 

Zunächst muss p = l sein, damit die Coefficienten von z* 
auf beiden Seiten einander gleich werden. Damit ferner die 
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linke Seite den Factor (z+a) enthalt und die Coeflicienten von 
z 4 und z° auf beiden Seiten einander gleich werden, müssen fol- 
gende Bedingungen gelten: 

8« [2a 3 ± (*+b)] (a+a)=O f 
4 a + a = - 4a+b, 
a 4 a±2a 2 (a-fb) = a 4 |>. 
Es darf nicht sein a-}-a=0, sonst hätten \J/ und % einen Factor 
gemein; ebenso darf nicht sein a=0, sonst erhielte man den 
Fall 3 b. Hiermit werden die obigen Bedingungen 

2a 3 ± « ± b=0 
Sa + a-b-0 
** (a— b) + 2(a+b) - 0, 
aus denen sich die Werthe ergeben 



« = ±\\/—-b, a= + y j/T 5, b = ± 3 j/+ 5. 

Die imaginären Werthe sind nicht zu brauchen, weil nicht 
a= — b, und überhaupt genügen diese Werthe den übrigen zu 
stellenden Bedingungen nicht, z. B. nicht derjenigen, dass die 
linke Seite von 5b den Factor (z— b) enthalten muss. Es müsste 
nämlich hierzu sein: 

(b-a) 3 T 2(b+a) =0, 
was nicht der Fall ist. 
(3. pfz— a)' ± 6p(z— a) (z-fa)(z—a) X 2p (z - a) 2 (z-f 2a) 

= (z—a) (z-f 2a) 3 (z— a), 
p(z-a) 4 ± Gp(z-fa) (z—a) + 2p (z - a) (z-f 2 a) ^ (z-f 2a) 3 (z—a). 

Zunächst muss sein p— 1, damit die Coefficienten vonz 4 ein- 
ander gleich werden. Sei ferner die linke Seite =F(z), so muss 
u. A. sein F(— 2a) =0 und F"(-2a-)=0, d. h. 

F(-2a) = 81a 4 ± 6a(2a fa) = 0 
F"(— 2 a) = 108a 2 ± 12 + 4 = 0. 
Es darf nicht sein a=0 (sonst Fall 4.), und es folgt daher 

27 a 3 + 2 (2a fa) = 0 
27 a 2 ± 2 =0, 
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woraus sich ergiebt 

welche Werthe nicht der Bedingung genügen, dass die Coeffi- 
cienten von z 3 auf beiden Seiten einander gleich sind, d. Ii. 
dass ist 

• — 4 a =6 a— a. 
8. pO-a) 3 ± 4p z = (z-fa) 3 , 

eine Bedingung, welche nicht erfüllt werden kann. 

In den Fallen 10. und 11. ist T von geradem Grade und 
müsste daher auch ein Quadrat sein. Es ist hier 
10. x = z 2 , v)/ = p (z-a) (z— b), 

u - Xf= z > ^ = p(z-a). 

In keinem dieser Falle kann aber T ein Quadrat sein, weil 

10. Z=pz', X=z (z— a) (z-b), 

11. Z=pz 3 , X~(z— a), 

also Z und X von ungleichem Grade sind. 

Für die Fälle 12. und 13. endlich ergeben sich die Bedin- 
gungen: 

12. X =z, *=P; T=(z— «) Q 2 

13a. X =z 2 , vf/=p; T=(z-«) (z-ß) Q 2 , a ^ ß 
13b. x =z 2 , \^=p (z— a); T=(z-a) Q 2 

12. x '=l , ^=0, . 
13a. x'= 2z » ^'=0, 
13b. K=2z, % \J/' = p. 

Nun ist aber 

12. T=n(/x 3 + Wy/— 4'%> a = pz 3 +p 2 = p(z 3 +p), 
und es müsste F(z) = z 3 -j-p einen quadratischen Factor enthal- 
ten, was nicht der Fall ist, da F'(z)=3z 2 mit F(z) keinen Fac- 
tor gemein hat. 

13a. T=vhc 3 + Wx'^'x)* = pz 6 + 4p 2 z 2 = pz 2 (z 4 + 4p), 
wo F(z)=z 4 +4p aus denselben Gründen wie in 12. keinen qua- 
dratischen Factor enthalten kanu. 
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13b. T = W \-W x <-^< x y = p(z-a)z ö 4[2p(z-a) z— pz 2 ] 2 
= pz 2 {(z-a) z 4 + p (z— 2a) 2 ) 
Es muss nun sein: 

F(z) = (z— a) z 4 + p(z— 2a) 2 = (z-a) Q 2 , also auch 
(z-«) F(z) == {(z-a) Q! 2 = Q, 2 . 

Es ist aber 

(z— ö) Ftz) = z 6 — (a + a)z' -f aaz 4 -f \z* p (4 a |-a;z 2 

4 4pa (a-(-rtj z— 4pa 2 a. 
Nach den Coefficienten von z 6 , z\ z 4 , z 3 kann nur sein : 

(z-a) (Fz) = |z 3 -^z 2 ^;(a-c,) 2 z+!p- Y V(a+a)(a-a) 2 | 2 ' 

Quadrirt man und setzt die Coefiicicnteu von z 2 , z l . z 3 in bei- 
den Ausdrücken einander gleich und beachtet noch , dass durch 
geeignete Maas^einheit p = 41 gesetzt werden kauu, so 'dass 
p^ssl, p 2n + 1 =p, so folgen die Bedingungen: 

^( a _ Ä )i_E (a4a) 4 l c (u4. a ) a (a-aj 2 ^ - p^4a J a) 
- jj (a-a) 2 + (a4a) (a— a) 4 = 4pa (afa) 

l-jj l»-«) 2 4 ,}„ (a4a) 2 (a-~a)< = - 4pa 2 a. 

x+2y 
a - p-TJ! 



x— 2v 

* = P — ö - ■ 



Sei a 4- « = px 

a — « = 2py 

so gehen die obigen Bedingungen ülur in 
y 4 + x 2 y 2 4 12 y 4 8x = 0 
xy 4 — 2 \ 2 ~ 16xy — 8x 2 = 0 
x 2 y 4 — C4y a — 36xy 2 4 lGx 2 y 4 8x 3 4 4=0. 
Ordnet man nach Potenzeu von x und setzt statt der drit- 
ten die halbe Summe dritten und der in x multiplicirten zwei- 
ten Gleichung, so folgt 

1. y 2 x 2 4 8x 4 y 4 4 12 y = 0 

2. 8 x 2 4 (16y-y 4 ) x f 2y 2 = 0 

3. y 4 x 2 — 19y 2 x - 32y 3 +2 = 0. 



Hieraus folgt weiter : 

4. 27y 2 x + y ö + 44y 3 — 2 = 0, 

5. (64— 16y 3 +y°) x -f Cy 4 + 96y = 0. 

6. (218-44y 3 — y 6 ) x + 27y 4 + 324y == 0 

wo 4. aus 1. und 3., 5. aus 1. und 2., 6. aus 1. und 4. abge- 
leitet ist: 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich weiter : 

y 6 +44 y 8 — 2 _ 6y( y 3 +16) 27.yfy 3 +12) 
27.y 2 64— 16y 3 +y 6 ~ 218 — 44y 3 -y d - 

Setzt man y 3 =u, so erhält man eine kubische und eine bi- 
quadratische Gleichung in u, die eine oder mehrere gemeinsame 
Wurzeln haben müssen, wenn (z — a) F(z)=Q, 2 sein soll. Diese 
Gleichungen sind nun : 

2(u+16) (218 — 44u-u 2 = 9(u+12) (64— 16u-]u 2 ), 
(u 2 +44u — 2) (64— 16u-fu 2 ) = 162. u (u+16), 

also 

m = llu 3 -f 84 u 2 — 180u — 64 = 0 
n = u 4 + 28 u 3 — 804u 2 + 256u— 128 = 0. 
Da u = 0 nicht eine gemeinsame Wurzel ist, so muss die 
gemeinsame Wurzel enthalten sein in 

D ~~ 2fn = p = u» + 6u 2 — 972 u + 616 = 0. 
u 

Die gemeinsame Wurzel muss auch enthalten sein in 

m ~* lp = q = u 2 + 584u — 380 = 0. 

Die Wurzeln von q=0 sind nun 

u t = 0,64996, u a = — 584,64996, 
aber weder die eine noch die andere ist eine Wurzel von m=0 
und n=0; denn es ist 

m(u,) <p, m (u a ) <<) 
n(u 4 ) <0, m(u a ) >0. 
Hiermit sind alle möglichen Fälle erschöpft, und es kann 
iu keinem derselben das Integral t, also auch das Integral <p 
ein elliptisches werden. 
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§ : 6. 

"Nach §. 3 führt die reibungslose Bewegung eines schweren 
Punctes unter allen Rotationsoberflächen von der Form x 2 + y 2 
= f(z), wo f(z) eine rationale ganze Function ist, nur auf fol- 
genden vier auf elliptische Integrale: 

1. auf den beiden Paraboloiden 

x 2 + y 2 = •+ z, 
von denen das eine das umgestürzte andere ist, 

2. auf der Kugel 

x 2 + y 2 + z 2 = 1, 

3. auf dem Kegel 

x 2 + y 2 = a 2 z 2 
und 4. auf den beiden Flachen 3. Grades 

9(x 2 + y 2 ) = z 2 (3 ± 7s\ 

von denen die eine die umgestürzte andere ist. 

Die reibungslose Bewegung eines schweren Puuctes auf 
einer Kugel oder das sphärische Pendel soll hier als bekannt 
übergangen und jene Bewegung nur auf den drei übrigen Ro- 
tationsoberflächen betrachtet werden. 

Die reibungslose Bewegung auf dem oben offenen Rotations- 
parabolöide 

\ x 2 + y 2 = z 

wird ausgedrückt durch die Gleichungen 

_ r ^v r V"4z + 1 dz 

~ 2z V(^zj(v 0 2 — 2gz) ' 

V^4z + 1 dz 

die sich aus (6) § 1 ergeben für 

f z — z , f'z — 1. 
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Sei = z lt so bewegt sich nach den Gleichungen (1) der 

schwere Punct zwischen den beiden Parallelkreisen z = z 0 und 
z = Zj auf und ab, und es ist das Stück der Bahn vom höch- 
sten zum tiefsten Puncto umgekehrt gleichgestaltet dem Stucke 
vom tiefsten zum höchsten Puncte. Wird die Anfangsgeschwin- 
digkeit so bestimmt, dass 

2g.- Zl - Z °' 

dass also die beiden Kreise z Q und z 1 zusammenfallen, so be- 
wegt sich der schwere Punct immer mit der Geschwindigkeit 
v o = V2gC im Kreise z = z 0 . 

Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, kann man z 0 > z t 
annehmen. Denn ist z 9 > z„ so berechne mau aus (1) §. 1 die 
Geschwindigkeit v x und vertausche die Indices 0 und 1 mit 
einander. 

Da noch r 0 = V^*T «ad = KzT» 80 nehmen die Glei- 
chungen (1) folgende Gestalt an : 

Kz^z7 V±z + 1 dz 



(2) 



dt = 



2 z K( Z — zö){z l — z) 
— — V^4z + 1 dz 

2K2g V iz - z 0 ){^-~z) " 

Setzt man hier 



z = z, — (z, — z o ) x 2 , dz = — 2(z l — z o ) xdx, 

so dass x von 1 bis 0 abnimmt, wenn z von z o bis z x wächst, 
und führt noch zur Abkürzung die Bezeichnungen ein: 

4(z, z 0 ) , 2 z, — z 0 _ , 2 
4z, + 1 " * 9 z 4 ~ ' 

wo k 2 < l 2 < 1, 

so gehen die Gleichungen (2) in die Normalformeh über : 
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V2g Vi — x 2 

Somit ist <p als die Summe eines elliptischen Integrals er- 
ster und eines solchen dritter Gattung und t als ein elliptisches 
Integral zweiter Gattung dargestellt. 



§• 7. 

Das zweite unten offene Paraboloid 

X 2 + y 2 = __ x 

hat die Gleichung des ersten , wenn man die positive Richtung 

der z- Achse nach unten nimmt. Dann aber hat die positive 

Richtung der z- Achse mit der Schwere einerlei Richtung, und 

man muss daher in den Gleichungen des vorigen §. — g mit 

-f g vertauschen. Hiermit nehmen aber diese Gleichungen (1), 

v 2 

wenn man wieder = z A setzt, folgende Gestalt an: 



0) 



d VzTzT V/*4z + 1 dz 

* - 2 ' zk^ZT )ÖT+«7) ' 

dt = ÖTT^ 



2v- 2 g ^(z-zjCz + z,) ' 

Die Bahn des schweren Punctes erstreckt sich hier von 

z = z # abwärts ins Unendliche. 

Substituirt man 

_ 4z 0 + ,x 2 4 Zj + 1 d 

2 - 4(1 - x 2 ) ' ÜZ 2(1 - x 2 ) 2 ÜX> 

wo entsprechend 



und setzt zur Abkürzung 



fy—L =>, W o stets <> < 1, 



(2a) = ^ • / x»N = 

r z 0 + z, f 14 . ?.._v (1 _ 



so gehen die Gleichungen (1) über in 
_, 4z. + 1 

/pu\ ji 4z 0 -|- 1 dx 

1 ; 2v/2gVz 0 +zT (l-x 2 )V/\l_x* K i_äx 2 )' 

Somit ist y ausgedruckt durch ein elliptisches Integral 3. 
Gattung, t ist zwar auch scheinbar 3. Gattung, lässt sich aber 
auf elliptische Integrale 1. und 2. Gattung und auf einen .'alge- 
braischen Theil bringen. Es ist nämlich 

dxLV' l-x 2 J ~ Vi— 1? + (1-x 2 jVi— x a 

S ♦ x 2 ]fiZ^x 2 , r . \ 1 

V(l— x^l-äx 2 ) - V i^ (1 " ö) ((l- x 2 )V(i-x 2 Xl-ö"x 2 ) 



1 



V/(l — x 2 )(l — äx 2 j| 
und somit ist 

f dx r dx 

J (1 — x 2 )V(l— x 2 )(T^) J V (l-x 2 )U— öT 2 5 



1 /V 1 öx 2 , . 1 

~I^JvCT dx + i- 



1 x-Vl-^x 2 



* Vi-x 2 

Die Grösse 5 kann ein positiver oder negativer echter Bruch 
oder Null sein. Ist o > o , so setze man b — k 2 und die 
obigen Formen sind die Normalformeu; ist aber 5 < o, so ver- 
tausche man x 2 mit 1 — x 2 , und man erhalt auch sofort die 
Normalformen für t und (p. 

Wenn 5 = o, also z, — | , v o = * \f , 
führen die Integrale y und t auf algebraische und Kreisfunc- 
tionen. Unter dieser Voraussetzung folgt nämlich aus (1): 
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als deren Integrale sich ergeben 



9 = arctg |/ / ^^ 

1 = V h V z ~^ ' 

Nimmt man diese Integrale nach der ganzen Tiefe des Parabo- 
loids, also von z = z 0 bis z = <» , so wird zwar die Zeit 
t^ = oo , nicht aber der AVinkel y Ä > um den die Bahn im 
tiefsten Puncte vom Meridian durch den höchsten Punct abweicht. 
Es ist nämlich 

i z = » 

Nimmt man den Meridian durch den höchsten Punct der 
Bahn zur Ebene der x, z, so ist für jeden Punct des Paraboloides 

x = r . cosy, y = r . siny, 

i also | = tgy, oder tp = arctg ^- 

Für die Puncte der Bahn gilt nun die Gleichung 

/: 



q> = arctg y 5. 



Zo 7 

also muss für diese Puncte auch die Gleichung gelten 

- = 1/ IZZh oder 
x V Zo 

Zo (x 2 + y 2 ) = zx 2 . 

Nim ist aber x 2 -(- y 2 = z und nach der Lage der x,y 
Ebene z 0 = x c 2 , y« = o, also ist nach der letzten Gleichung 

x 2 — x o 2 = o, 

d. h. die Bahn des Punctes liegt in der Ebene x = x». Da, 
nun jedes Paraboloid von einer zur Achse parallelen Ebene in 



einer Parabel geschnitten wird, so ist die Bahn des schweren 
Punctes eine Parabel, wenn die Anfangsgeschwindigkeit 

Fasst man das Element dy in (1) als Function von z, auf, 
so ist 

= Vrrr, ■ z • dl 

wo Z von z. unabhängig ist. Der Bruch — wächst aber 

gleichzeitig mit z, , und es wird daher das Element dy mit z, 
gleichzeitig grösser und kleiner. Hieraus folgt in Verbindung 
mit den Resultaten für z, = -J , also für v ft = J , dass 
für z, < }, also für v Q < f v/2j? die Bahn des schweren Punc- 
tes gänzlich auf der äusseren Seite der zum Meridian durch 
den höchsten Punct senkrechten durch den höchsten Punct ge- 
henden und zur Rotationsachse parallelen Ebene liegt, wo die 
Seite die innere genannt ist, auf welcher die Rotationsachse 
liegt. 

Für i t > J, also für v o > ^ e S* wenigstens der 

obere Theil der Bahn auf der inneren Seite jener Ebene. Die 
Curve kann aber nach der Grösse von z, diese Ebene mehrmals 
schneiden. Das Integral y wird im Allgemeinen nicht unendlich, 
also kann der schwere Punct nicht uuendlich oft um das Para- 
boloid herumgehen, sondern muss einen Meridian zur Asymptote 
haben. Nur für z f = qo , d. h. für v Q = co wird rf i30 = c© , 
nämlich nach (2a) 5=1, also 

— (, + £)<,-,,, 

welches Integral bis zur Grenze z = cc , d. i. x = 1 unendlich 
gross wird. 
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$• 8. 

Für den Fall z, = { , d. h. für v© = J war die Bahn 
des Punctes eine Parabel. Da nun auch ein schwerer Punct 
mit einer horizontalen Anfangsgeschwindigkeit im freien Räume 
eine Parabel beschreibt, so liegt die Vermuthung nahe, dass das 
Paraboloid für den Fall t x = } der Bewegung des Punctes 
keinen Widerstand entgegensetze. 

Bezeichnet K den Widerstand der Fläche, der in deren Nor- 
male wirkt, und a, ß % y die Winkel, welche die Normale mit 
den Coordinatenachsen einschliesst, so sind die allgemeinen 
Bewegungsgleichungen, wenn die z- Achse nach unten positiv 
genommen und zur Abkürzung 

dx , d 2 x dx' 
dt x ' dt 2 dt 

u. s. w. gesetzt wird 

' x" = + N cos <*, 
y" = ± N cos ß, 
z" =g±N. cos 7, 

womit der Widerstand der Fläche durch die Formel bestimmt ist 

(1) N 2 = x" 2 + y" 2 + (g - z") 2 

Die Geschwindigkeit ist hier nach (1) in §. 1, da — g mit 
-f- g vertauscht werden muss, 

i 

(2) x' 2 +y' 2 -|-z' 2 = v 2 = v o 2 + 2g(z-z e ) = 2g (z+z^zj. 

Differentiirt man die Gleichung des Paraboloides x 2 -f y 2 = t, 
so erhalt man mit der vorhergehenden folgende beiden Glei- 
chungen 

(3) \ xx' + yy' = § %' 

K ( x' 2 + y' 2 = v 2 -z* 

und durch nochmalige Differentiation 
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(5) 



, xx" + yy" = *i" _ v 2 + z' 2 , 

( } { x'x"+ y'y" = (g — z")z', 

dv 

da nach (2) v ^ = g. 

Aus den beiden Gleichungen (3), sowie aus denen (4) folgen 
die Werthe 

x ' - TL + y r * 4z 2 z 

vi' . 1 /v 2 z 72 z 72 

l x"(xy'-x'y) = y'Ö*"— v 2 V 2 ) — y*'(g— *"> 

() I y"(xy'-x'y) =— x'az"^^ 2 ) +xz'(g-^) 

XY * — x'y ist nun nach (2) §. 1 eine Constante, die mit A be- 
zeichnet werde. Nach (5) aber ist 

1 /v2~ z 72 i 72 A 

xy'-x'y = ±z y- -- 474 - T =A, 

folglich ist 

a(v 2 _ x ,2) — ~ = A 2 , 



r 2 _ ^2 _ ^ 

4z 



i tf* _ V 2 _j. ^2 _ 



2^ _ z» 2 — 4A 2 



4z 

Hiermit folgt aus den Gleichungen (6) 

Ax" == |^ (2zz" — z' 2 — 4A 2 ; — yz'(g — z") 

0) [ Ay /._ _ |! (2iz" — z' 2 — 4A 2 ) + x*'(g — z") 

A(g—z") = A(g — z"). 

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so ergiebt sich 
vermöge (1) 
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(3) A 2 N 2 = (2zz"-z' 2 -4A 2 )» l/2 +y +(g-z") a («' 2 + A 2 ) 



— (g — i")(2»" — *' 2 — 4A 2 ) . 

Nach den Gleichungen (2), (3) und (4) §. 1 ist die 
Constante 

A = r 0 v 0 , also 
A 2 = r 0 2 v 0 2 = 2g Jfct,, 

und nach (1) §. 7 ist 

,« _ Ar. fa*+2l + 4l.I,— ».+ 1, 

1 - 4 S (JT+lp 

Hiernach ist nun 

z" + 4A* = ji + i.+^-l)) . 

(4z-J-l) a 



Ferner ist 



ff _ % „ _ _ g(4z o +l)(4z,-l) 
* ~~ (4z +1) 2 



Substituirt man diese Werthe in (8) , so erhalten die Glie- 
der rechts den gemeinschaftlichen Factor 

72 - g 2 (4z 0 +l) 2 (4z l -D 2 
14 ~ (4 z 

und es wird 

A 2AJ2 

^- = A 2 (4z+l), 
womit sich schliesslich ergiebt 

(4z+ l) 3 

Nach dieser Formel wird N = o für z x = £ und N ändert 
sein Vorzeichen, wenn z t durch { hindurchgeht. Für z t = \ 

3 



hat daher die Fläche in der That keinen Einlluss auf die Be- 
wegung des schweren Punctes. Für z, < * übt sie einen 
Druck nach aussen und für z, > i einen Druck nach innen 



aus. 



Bewegung eines schwere n Punctes auf dem Rotationskegel 

X 2 _j_ y2 _ a 2 2 2 # 

Setzt man in den Gleichungen (6) §. 1 

fz — a 2 z 2 , f'z == 2a 2 z, so wird 
R = 4fz + (fz) 2 m 4a 2 z 2 (l + a 2 j; 

$ = (Z-Z 0 )j Vo 2 - 2 g fl } =« 2 ^-^|vo 2 (z+Za)-2gZ 2 J ■ 



I 



Für 5- 5= f folgt hieraus 
2g 



J8i 



S = 2ga 2 (z_z o) + 
Sei noch die positive Wurzel 

i . ( i + l/TTf ) = > 

so ist die negative Wurzel 

i . ( i - + =,-,. =-(*-o, 

und es ist somit 

S as 2ga 2 (z — z o )(z,- z)(z -f 2,— 0- 
Hiernach bewegt sich der schwere Punct im oberen Theile 
des Kegels zwischen den beiden Parallelkreisen z = z o und 
z = ij, wo ohne Beschränkung der Allgemeinheit z 4 > z 0 an- 
genommen werden kann, auf und ab und kann nie durch die 
Spitze gehen, also nie in den unteren Theil des Kegels gelangen, 



Diqitizecfbv Ooo 



ausser wenn s = z, = p, d. h. wenn v 0 = o. In diesem Falle 
erhält man aber offenbar die Bewegung auf einer geneigten Ge- 
raden oder auf einer schiefen Ebene. 



Vc 2 



Wenn z l = z 0 d. h. wenn i 0 = 2* = — , also wenn 

bewegt sich der schwere Punct mit der Constanten Geschwindig- 
keit v = y '^Z im Kreise z = z 0 . 



Mit Hilfe der Werthe von R undS folgen nun aus (G) §. 1, 
da r Q = az 0 , die Bewegungsgleichungen 



(i) 



a *V (z— z 0 )(z,— z^z+z, — t) 

vr+s« *d* 

dt = t/ -. — ■ 

V/2g V U-i o) (i-i) (2+1—^ 



Substituirt man hierin 

* = *i — ^i-z c )x 2 , dz=-2(i,— z o) xdx, 
wo x von 0 bis 1 wuchst, wenn z von z, bis Zo abnimmt und 
umgekehrt, so wird 

dz ^ t — 2dx 

V(z-z o) (x^z) (z+^t v'2i^i ' yj~^ [1 Z 2 '~V] 

Hierin ist 

weil nach Annahme z, — r >0 und 

2z t — s > r x — z o , oder 
z, + z 0 > f, da schon z, > e. 

Da ferner 

&; l l 1 



- 3(5 — 



V z, / t . 2z,— c ) 

so gehen, wenn man noch setzt 

= l 2 und = k 2 , wo 

2, ZZ, f 

o < k 2 < l 2 < 1, 
die Differentialgleichungen über in 

To VA VT+a 2 — 2dx 



*it/2i,— «. a (l-l 2 x 2 )V/(i— x _2 )(t— k 2 x0 



1/ 2g dt - VäT^T zi 2dx ^l-k 2 x 2 

■ ' * ■ 

z f — f — 2dx 



V2z,— 5 x 2 )(l— k 2 x 2 / 

Für den oberen Theil des Kegels ist daher y ein elliptisches In- 
tegral dritter Gattung und t die Differenz eines elliptischen In- 
tegrals zweiter und eines solchen erster tiattung. 

Betrachtet man die Gleichung (la) als die Gleichung einer 
Curve auf dem Kegel x 2 + y 2 =a 2 z 2 ohne Rücksicht darauf, 
dass sie die Bahn eines sich bewegenden schweren Punctes ist, 
so gehört zu dieser Curve nicht nur der eben angeführte Theil 
auf der oberen Hälfte des Kegels , sondern stets noch ein Theil 
auf der unteren Hälfte, der sich von z = — (z,— s) bis z== — qo 
erstreckt. 



§. 10. 

Für den unteren Theil des Kegels nehme mau die positive 
Richtung der z- Achse nach unten. Alsdann hat aber die 
Schwere mit der positiven z- Achse einerlei Richtung, und man 
muss daher in den Gleichungen des vorigen §. -f g- statt — - g 
schreiben, und hiermit wird, wenn man wieder setzt: 
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8= (z-z„) j t(z + zo) + z » j, 
woraus die beidea Gleichungen folgen 



(1) 



- Zo VA V/'l + a 2 dz 
^ a ' *V'(z— z 0 )[z 2 +t(z+Zoi) 



dt 



l/l+cc 2 z.dz 

~^ r ~2~ 



2g V (z — z 0 )[z 2 + *(z-f z o) ] 

Da für den unteren 4 Tbeil des Kegels z > 0, so ist 

z 2 + e(z + z 0 ) > 0, 
und die Curve erstreckt sich somit von z = zo abwärts bi* 
ins Unendliche. 

Betrachtet man auch hier die Curve ohne Rücksicht darauf, 
dass sie die Bahn eines sich bewegenden schweren Punctes ist, 
so gehört zu ihr noch einTheil in der oberen Hälfte des Kegels, 
wenn die Gleichung 

z*+ f (z-t- M = 0 
reelle Wurzeln hat. Die Wurzeln dieser Gleichung sind aber 

z = — i 6 ± Vi* 2 — 
sie werden reell oder complex, je nachdem 

}t 2 § si. 0i d. h. 

£ § 47. 0 . 

Die beiden Wurzeln werden einander gleich und zwar — 2/ v 

wenn s = 4zo = ^— • 

2g 

In diesem besonderen Falle, also wenn zur Curve im unteren 
Theile der Kreis z = — 2/o im oberen Theile gehört, lässt sich 
die Bahn des schweren Punctes im unteren Theile durch alge- 
braische und Kreisfunctionen ausdrücken. Für c = 1* 0 folgt 
Dämlich aus den Gleichungen (1) 
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(2) 



dz 



dy = — - g ■ ,(, + 2^) V*-z,' 

ai _ V 2 g " (i+a^Vi-z,, 

Die Integrale dieser Gleichungen sind 



(3)i 1_ ' ^ 

t = |/L^!|2^- 4 ^arctg|/i 



Z Zo 

3z7 



dian 



Für i = oo ergiebt sich hieraus, dass die Curve den Meri- 



zur Asymptote hat. 

Nach (i) wächst dy mit e ; also hat für « S 4z«, die Curve 
Asymptoten 



Im allgemeinen Falle, also wenn 5 einen beliebigen Werth 
hat, setze man zur Abkürzung 



und substituire 
z 



, . o ^ + * d _ 2a dx 

wo x — — 1 für z = z 0 , 

x = -f 1 „ z=oo. 



Alsdann wird 
dz 



2 



dx 



V ( 2 - Io ) [,i + , (z + z 0 )] V/ 2a+2z 0 +^ (1 _ x2) r i _2z fj ^ x h 



Hierin ist 



v 
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2 t« + e — 2a 



ein echter Bruch. Derselbe ist positiv oder negativ , je nachdem 
2z a + £ 5 2a, d.h. je nachdem . .' . 

Für s = 4t« wird 5 = o und man kommt auf die Glei- 
chungen (2) und (3) zurück. 

Für e > 4i 0 also 5 = k 2 > 0 setze man 
x = sin dx = cos*d*. 
und es folgt die Normalform 



wo entsprechend 



Für e < also für 2/o -j- e < 2a, d.h. für b < 0 setze 

man : ^ 

x = — cos 4-, dx = sin^d* 

und es folgt 



dz 



>1 \'M . 3i5i. ■ d"^ 



F 4a 

>vo entsprechend 

* =: 0, /- — * Q 

^ = TT, 7. = CTJ . 

Ferner ist 

1 +x 2a , . , 2ax 

-..'*•'- 

Somit" fuhrt t auf ein elliptisches Integral (scheinbar) drit- 
ter Gattung, auf eiu solches erster Gattung und auf ein gemeines 
Iutegral. Das elliptische Integral (scheinbar) dritter Gattung 
lässt sich aber, wie §. 7 gezeigt wurde, durch ein elliptisches 



Integral zweiter Gattung, ein solches erster Gattung und 
meines Integral ausdrücken, und es ist somit in dem jetzigen 
Falle t ausgedrückt durch ein elliptisches Integral zweiter Gat- 
tung, ein solches erster Gattung und ein gemeines Integral. 
Endlich ist noch 

1 1 — x 

z 



woraus weiter folgt 



! = --!-+, 

Z 



a + Zo + 0— z o) x ' 
2a 



in". 



a— z 0 



2a 



1 2 
Va + z 0 y 



x 



(a+z 0 ) 2 2 / a — Zp V 

\a + z 0 y 



Hiernach wird if ausgedrückt durch ein elliptisches Integral 
erster Gattung, durch ein solches dritter Gattung und durch ein 
gemeines Integral. 



§. ii. 



V f: 



- -3-' - 

Bewegung eines schweren Functes auf der 
Rotationsoberfläche 

(* 2 + y 2 ) = i z^z + 3) = fz. 

Hier ist 

R = 4fz + (fz) 2 = ^ z 2 (z + 4) 2 und 
(1) S = (z-z 0 ) j y 0 » ■ i z2(z + 3) -^ (z °+ 3) -2g.iz'( Z + 

= » . 2g(z-z c ) j ! [z'+(z J +3)z+z 0 H3zJ- a» - 3z» j 
wo wieder gesetzt ist 



£3 



2g 

Es müssen nun die Wurzeln der Gleichung 



— 41 - 

(2) ^fz) = z» + (3- £ )z 2 -(z o +8) tZ -(z 0 -f 3) iZo = 0 
untersucht werden. 

Vorher jedoch soll der spezielle Fall * = 0, d. h. v 0 = 0, 
in welchem die Bewegung des schweren Punctes in einer Ebene 
geschieht, behandelt werden. Die Bahn des Punctes ist alsdann 
die §. 4 aufgezeichnete Figur. In diesem Falle wird 

S = l : . 2g (z 0 -z)(z + 3)z 2 , 

und es folgt somit für das Zeitdifferential dt aus (G) §. 1 der 
Werth 

1 — (z ;- 4) dz 



dt = 



- » 



V (Z c _Zj (Z -; 3) 

wo — dz positiv ist, weil z von z c bis — 3 abnimmt. 
Als Integral dieser Gleichung wird gefunden 

* = ^-{^rz^^K'zT^ + (5 + zjarctg • 

Die Zeit vom höchsten Puncte z~z 0 bis zum tiefsten Puncte 
z = — 3 ist hiernach 



i T = 



t 



*=-3 

_ (5 -f z„) v 



1=7 0 



4\Z2tf 

und somit die Zeit von einem höchsten Puncte durch die Ruhe- 
lage zum anderen und von diesem durch die Ruhelage zurück 
zum ersten oder eine ganze Schwingungsdauer 

T _ z c ) * 

Diese Schwingungsdauer ändert sich proportional der Hohe 

des höchsten Punctes. Für z Q = 0 wird 

5 

d. h. der schwere Punct braucht die Zeit n , um den gan- 

V *s 

zen unteren Theil der Figur hin und her zu durchlaufen. 
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Für z 0 = — 3 erhält man die Schwingungsdauer für 
lieh kleine Schwingungen, nämlich 

2 

Die Schwingungsdauer eines Kreispendels für unendlich 



kleine Schwingungen ist, wenn o den Radius des Kreises 
zeichnet, 



2ir 



Vi- 



Der Krümmungsradius der Curve §. 4 nun iest im tiefsten 
Puncto z = - 3 

? — a * 

daher die Schwingungsdauer für unendlich kleine Schwingungen 
im Krümmungskreise des tiefsten Punctes 



4 



T _ 2t 
1 ~ V 2i ' 




also genau dieselbe wie in der Curve selbst. Dieses Resultat 
war a priori zu bestimmen, da sich die unendlich kleinen Ele- 
mente einer Curve und ihre Krümmungsradien nicht von ein 

der unterscheiden. - 7 71 

. ..... iWdfft 



.13Ä 



Für den allgemeinen Fall * > 0 setze man in (2) des 
rigen §. £ = 3>;, und es folgt 

v[/z = z 3 + 3(1 - y)z 2 - 3(z 0 +3) >;z - 3(z 0 + 3)^z 0 . 

Da z e > - 3, so hat das constante Glied 3(z 0 -J-*3 
mit z 0 einerlei Vorzeichen und daher die Gleichung \}> z 
eine Wurzel, die mit z 0 einerlei Vorzeichcu hat. 



Es ist ferner 



J v^'z = z 2 + 2(l-i;) z — (z G + 3)v 
und dieser Ausdruck verschwiudet für 




» ~ . 

■.V." 
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wo z, > 0 und z u < 0, da Zo > — 3. 

Für das negative z u hat die Curve y = \J/z ein Maximum 
und für das positive z, ein Minimum. Ist nun z 0 > 0, so ist 
\J/(0) < 0, und die Gleichung \J/z = 0 hat noch zwei reelle ne- 
gative Wurzeln, wenn ^(z u ) >0. 

Ist aber z 0 < .0, so ist *(0) > 0, uud die Gleichung *(z)=0 
hat noch zwei reelle positive Wurzeln, weuu ^(z t ) < 0. 

Ist aber im ersten Falle *(z n ) < 0 und im zweiten ^(z,) 
> ü, so sind die zwei anderen Wurzeln der Gleichung *z = 0 
complex. 

Anstatt nun durch Auflösen der Gleichung ^z = 0 die 
Wurzeln derselben als Functionen von s und z 3 darzustellen, soll 
hier eine zweite Wurzel z, und zwar diejenige, die mit z 9 glei- 
ches Vorzeichen hat, als gegeben betrachtet und nun e als Func- 
tion von z 0 nun z, dargestellt werden. 

Der schwere Punct bewegt sich, je nachdem z a positiv oder 
negativ ist, in dem oberen unendlichen oder unteren geschlos- 
senen Theile der Rotationsoberfläche zwischen den beiden Pa- 
rallelkreisen z = z 0 und z = z x auf und ab und kann, da 
S (I= o) < 0, nicht von dem einen Theil in den anderen gelangen. 
Statt nun also aus dem einen der gegebenen Parallelkreise und 
der Geschwindigkeit des schweren Punctes in ihm den anderen 
Parallelkreis in demselben Theile der Fläche zu berechnen und 
die beiden Parallelkreise im anderen Theile der Fläche zu fin- 
den, sollen jetzt die beiden Parallelkreise in dem einen Theile 
der Fläche als gegeben betrachtet und aus ihnen die Geschwin- 
digkeit in dem einen derselben, sowie die beiden Parallelkreise 
im anderen Theile der Fläche berechnet werden. 

Setzt man nun, um die Indices zu vermeiden, 

7'Q *— ä, Zj ~ b , 

so folgt aus *(b) = 0 
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> 

b 2 (b + 3) __ b*(b+31 

s a 2 + ab + b 2 +3(a + b) -(a + b,(a + b + 3) - ab' 

v 2 

f = ~- kann nur positiv sein, da ein negatives s eine ima- 
ginäre Geschwindigkeit im Anfange z = z 0 der Bewegung geben 
würde. Da nun stets b > — 3 sein muss, so wird *^0, wenn 

(a + b)(a+b+3) ^ ab . 

Im oberen Theile der Fläche, wo a und b positiv sind, ist 
die erste Umgleichung stets erfüllt, also stets s > 0, wie man 
auch die Parallelkreise a und b annimmt. Nicht so im unteren 
Theile, wo a und b negativ sind. Wird hier — a und — b 
statt -f- a und -f- b geschrieben, so geht die obige Umgleichung 
über in 

(a + b)(a + b — 3) ^ ab. 

Wird diese Umgleichung zur Gleichung, so wird die An- 
fangsgeschwindigkeit unendlich gross. Setzt mau dann noch 
a = b, lässt also die beiden Parallelkreise zusammenfallen, so 
wird a = 2; d.h. der schwere Punct bewegt sich mit einer un- 
endlichen Geschwindigkeit im Kreise z = — 2, ein Resultat, das 
a priori einzusehen war, da die Fläche in dem Kreise z = — 2 
vertikal ist. 

Für den oberen Theil der Fläche wird s nur dann unend- 
lich, wenn b = oo, gleichviel ob a endlich oder unendlich ist. 

Setzt man den Werth für s in *z ein, so folgt 
*z (a-j-b)(a+b+3) — abj = Z 

= z 2 (z+3) j(a+b)(a+b+3)-ab J — b 2 (b+3)j(a+z)(a4-z+3)-az|. 

Fügt man hierzu die beiden sich tilgenden Glieder 
— b 2 (b+3) j(a+b)(a+b+ 3)-abj+b 2 (b+3) j(a+b) ( a+b+3)-ab j , 
so folgt 
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Z =(z _ b.»^(a+b)(a+b+3)-ab} {(z+b)(z+b+3)-bz}-b\b+3)(z+a+b+3)]. 
Hiermit wird 

= (z— b)j(z + b)(z + b + 3) — bz — * (z + a +b + 3)j 
= (z-b) |z 2 + (b+3 — *)z-(a+3)* + (b + 3-*)b 
Die beiden Wurzeln der Gleichung z ~~^ = 0 8m( i 

z ', \ = — \ (b+3— f) ± V^i(b+3— f) 2 +(a+3)f— (b+3-f)b. 
Setzt man den AVerth für s wieder ein, so ist 

. _ K , o _ (a + b)(a + 3) (b + 3) 
D-f-o— s (a + b)(a + b+3)— ab' 

b - Ca + JJ * - (a + b Ma+b + 3> — ab ' 

n . i q\ KfkiQ ^ ab ( a + 3)(b + 3) 

C = (a+ 3) *-b(b+3-s) = - (a+bKa + b + 3 ^ ab > 

a und b haben nach Voraussetzung einerlei Vorzeichen, nnd der 
Nenner pa-|-b)(a-(-b4-3> — ab] muss immer positiv sein. Daher 
hat A einerlei Vorzeichen mit a und b und ist C negativ. Des- 
halb müssen die Wurzeln z' und z", sofern sie reell sind, das 
entgegengesetzte Vorzeichen von a und b haben. Die beiden 
Wurzeln z'und z" sind aber reell, wenn 

A 2 + 4C > 0 , d. h. wenn 

(a-fb)*(a+3)(b+3) > 4ab j (a+b)(a + b +3) — abj . 

Dieses Kriterium lässt sich im allgemeinen Falle nicht wei- 
ter vereinfachen. In dem besonderen Falle a = b aber, wo 
also die Balm in dem einen Theile der Fläche ein Parallelkreis 
ist, geht dasselbe über in 

(a + 3) 2 > 3a(a+2), 
9 > 2a 2 , 
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d. h. wenn für ein positives a 

' 3 
a < 



= V'2 
und für ein negatives a 

3 • ' l " 

* = ~~ 72 ' 

so sind die beiden anderen Wurzeln z' und z" reell. Diese bei- 

3 

den Wurzeln werden nach einander gleich, wenn a = + —^5. 

V * 

3 

Für diesen Werth ist das andere Wurzelpaar z' = -f- d.h. 

die Bahn kann unter gewissen Umständen aus den beiden Pa- 

3 

rallelkrei6en z = 4- — =- , niemals aber aus zwei anderen Pa- 

— Vi 

rallelkreisen bestehen. 

Für den besonderen Fall a = b enthält S den Factor 
(z — a) 2 , und es werden somit y und t durch gemeine Integrale 
ausgedrückt. 

Hat man nun im allgemeinen Falle die beiden Wurzeln z' 
und z" bestimmt, so lassen sich die Integrale y und t 

_ gaVa+3 (z + 4)dz 

^ ~~ 2 ' z.(z+3>V(b — zMz^-ai(z— z'>(z—z'0 ' 

dt = 1 z(z-f4)dz 

6 VH V(b — z) (z — a) (z — z') (z — z") * 

durch bekannte Substitutionen auf die Normalformen bringen. 
Diese Substitutionen sind von Weierstrass allgemein gege- 
ben worden. 

§. 13. 

Bewegung eines schweren Punctes auf der umgestürzten 
Rotationsfläche des §. 4 d. i. auf der Fläche 

9(x' + y 2 ) ~ z 2 (3 - z». 
Vertauscht man z mit — z, nimmt also die positive Rich- 
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tung der z - Achse nach unten, so hat die Gleichung wieder die 
Form 

x 2 + y 2 = h = Jz 2 (z + 3), 

■ 

Alsdann hat aber die positive z- Achse mit der Schwere 
einerlei Richtung, und man muss daher in den Gleichungen der 
vorigen §§. -f- g statt — g oder — s statt + € schreiben. Hier- 
mit wird zunächst 

= z» + (3 + e) z 2 + (z e + 3) fz + (z 0 +3) fz 0 . 

Es ist nun 

4 ( — 3) = — 27 +(3 + «) 9-fz 0 + 3)3f+(z e +3)tz 0 = £Zo 2 , 

also 4 ( — 3) > 0. 

Da aber <x> ) = — oo<0, so hat die Gleichung 
4z = 0 eine Wurzel zwischen — 3 und — co. 

Ferner hat *(0) = (z 0 + 3)z 0 , da z 0 -f 3 > 0, dasselbe 
Vorzeichen wie z D . Ist daher' z 0 < 0, so muss die Gleichung 
4z = 0 eine reelle negative Wurzel zwischen 0 und ~3 und 
eine reelle positive Wurzel haben. Ist aber z 0 > 0, so kann 
4z = 0 keine reelle positive Wurzel haben, da alle Glieder von 
4z positiv sind für z > 0. 

Für s = folgt * 

J4'z = z 2 + 2(l+>>) z + (z 0 + 3)$ 

und dieser Ausdruck verschwindet für 

z, und z,, sind beide negativ (da z 0 > — 3), wenn überhaupt 
reell, und es ist 

, 4z, = Max., 4z n = Min. 

Ist demnach z p > 0, so kann die Gleichung 4z = 0 nur 
daDn zwei rellc negative Wurzeln haben, die > — 3, wenn 
1 — tl-fz a ) y -\- ij 2 > 0, d.h. wenn 



Die Gleichung *z = 0 hat dann in der That zwei reelle 
negative Wurzeln zwischen 0 und — 3, wenn * z u < 0, und 
diese Wurzeln sind einander gleich, wenn ^z M = 0. 

Die negative Wurzel von *z = 0, welche < — 3, heisse 
— b, und statt % werde a geschrieben; alsdann wird, da 
b) = 0 

- b 2 (b— 3) 

s " (a— b)(a — b+3) + ab* 

Da b — 3 > 0, so muss a und b stets so bestimmt wer- 
den, dass (a — bHa — b + 3)-fab>0, weil im entgegengesetzten 
Falle t negativ, also v 0 imaginär würde. 

Die Wurzel a = z 0 , welche die Anfangshöhe bezeichnet, 
kann unbeschadet der Allgemeinheit positiv genommen werden. 
Denn wäre sie wirklich negativ, so suche man die positive Wur- 
zel der Gleichung, welche z 4 heisse, berechne v t und vertausch« 
die Indices 0 und 1 mit einander. 

Hiermit wird nun , 

S as (z — a)*z = (b+zXz- a)(z+c)(z+d), 

wo a > 0 . b > 0, c und d entweder beide reell und positiv 
oder conjugirt complex sind.* 
S wird positiv, wenn 

1. z < — b, 

2. — c < z < — d, 

3. z > a. 

z < — b liegt nicht auf der Fläche, da sich dieselbe nur 

bis z = — 3 aufwärts erstreckt und b > 3 ist. Es besteht 

hiernach die Bahn desPunctes aus einem Zuge auf dem unteren 

unendlichen Theile der Fläche von z = a abwärts bis ins Un- 
i- 
endliche und, wenn c und d reell sind, aus einem Zuge in dem 

oberen geschlossenen Theile der Fläche zwischen den Parallel- 
kreisen z = — c und z = — d. 
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Ist c = d, so ist der Zug im oberen Theile ein Parallel- 
kreis und der Zug im unteren Theile lässt sich durch gemein o 
Integrale ausdrucken, da alsdann S den Factor (z + c) 2 ent- 
hält 

§. 14. : 

Nachdem die elliptischen Integrale auf die Normalforraen 
gebracht sind, lassen sie sich leicht durch die Jacobischen The- 
t afunctionen berechnen. 

Es sollen hier die Formeln zur Berechnung kurz zusammen- 
gestellt werden. 
« Die Thetafunctionen sind definirt durch die Gleichungen 

+oo s s» 2sxi l 1 2 a 3 a 

#(x)=2 (—1) q e = l-2q eos2x + 2q cos4x— 2q cosfix+... 

— oo 

+00 . 8 (s+J)* (2s+l)xi 

*,(x)=-iS (-1) q e 



= 2q sin x — 2q sin 3 x+2q sin 5 x h • • • 

+00 (8+j)» f2s+!)xi . ($/ <*y 

^ 3 x = 2 q e = 2q cosx+2q cos3x-(-2q cos5x+... 

-cd 

+ 00 s' 2sxi V I 2 3 a 

^ 3 x = 2 q e = l + 2q cos2x + 2q cos4x-f2q cos6x+..., 

wobei x reell oder complex sein kann und 

0 < q < 1 
Führt man noch die Grösse k' ein, so dass 

k 2 + k' 2 = 1 und 0< k' <c 1, 
und setzt zur Abkürzung 



Vl—k*sin 2 y = > 0 
so ist das elliptische Integral erster Gattung 

wo q und x durch folgende Gleichung aus k und tp mthenings* 
weise berechnet werden können. 

4 



i-, L±*t> - Vk- ^ - v «- i — 2qcos2x+2q*coSx-+... - 
Es ist nämlich für <p = 0 auch u = 0 und da u = x . # 3 2 (<J) 
und -03 2 (O) ^ 0> 80 muss f iir ^ = 0 auch x = 0 sein. Für 
(p = x = 0 folgt nun, da AO = 1 aus (2) 

W ^ Vk l-2q+2q*-2q 9 +-~... ' 

aus welcher Gleichung sich q berechnen lässt, wenn k gegeben 

ist. 

Da A mir = 1 und A * = ^l^k 2 " = k' 

und # 3 (x -f- niTr) = ^ 3 x, 

# (x -f mx) = #x , • 

^3^ + ^ *) = #x, 
so folgt aus (2) stets die Gleichung (3) wenn 

TT 0 

y = x = ^ == t — 2~ lrr — •' ■ • 
Da nun f iir (p = 0 auch x = 0, so müssen y und x die 

irr 37T 

Werthe ^» -g- » 2ir... gleichzeitig annehmen. 

Nachdem aus (3) q berechnet ist, findet man aus (2)x und 
somit das Integral 

P^L = x . a\o), 

Jo. ' 

Durch dieselben Gleichungen (2) und (3) findet man das 

» 

elliptische Integral 2. Gattung 

Ay>d> = - xl"^0j- . 

Das elliptische Integral dritter Gattung ist 

dy = T^dy n sin 2 y dy 

Jo (l-f-nsin 2 y)A<jp Jo " Jo (1 + u sin 2 y) Ac/>* 
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Setzt man n = — k 2 sin 2 Ä, wo a nach der Grösse von n 
reell oder complex ist, so wird 



Jo (1 -f-n sin 2 qp) Ay ~ Jo A<p Jo k 2 sin 2 ccsin^ 



d</> 

Sei ferner 



• J 0 "fx = V(O).a. 
wo a reell oder complex ist, so ist 

Jo (1— k 2 sin 2 asin 2 y) Ay> A<* ( #(a-H0 
und daher 



(1 + n sin 2 <p) Ay 3 ^ A<*< ^(a-fx)) 



■ 
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Verbesserungen. 

• 

10 Z. 1 1. z — z 0 . 

13 „ 1 1. x, y, z. 

16 „ 8 V u. L jeden. 

19 „ 2 v.u.l. (z + a) 2 statt (z+a) 2 

23 5 1. Summe der dritten. 

26 „ 11 L z 0 < z,. 

27 „ 12 ist „Richtung der" zu streichen. 
30 „ 8 v. u. 1. (p^. 



